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1 Uvod

V tomto texte sa zaoberame metédami ako zefektivnit nage bezné poéitacie postupy. V prvej ¢asti si ukdzeme
zopér trikov, ako sa d4 v mniektorych pripadoch rychlejsie z hlavy nasobit. Nésledne si popiseme nejaké
postupy ako efektivnejsie vykondvat niektoré zlozitejsie operacie.

Kedze v dnesnej dobe pre nés viésinu poécitacich tkonov vykondvaju pocitace, tak sa v druhej casti
budeme zaoberat ako vypoéty poéitacov zrychlit. Toto zrychlenie si demonsgtrujeme na poéitani hodnét
funkcie sin(x) pomocou algoritmu CORDIC.

2 Ludia
V nasledujicom sa budeme zaoberat zakladnymi trikfny ako rychlejsie nésobit dve ¢isla z hlavy v niektorych
Specidlnych pripadoch. Jediny sp6§ob ako sa naucit tieto postupy je, ze ich zacnete trénovat. Najlahsie
sa donttite, ak prestanete pouzivat kalkulacku na prilis trividlne operdcie (ndsobenie trojcifernych ¢isel a
mensich).
2.1 Nasobenie konstantami
Nasledujtiice algoritmy st v angli¢tine, ktord je natolko trividlne, ze ju nebudem prekladat.

e 10: trividlne

e 2: trividlne

o 4:2x2

e 5: Multiply by 10 and divide by 2.

e 6: Sometimes multiplying by 3 and then 2 is easy.

e 9: Multiply by 10 and subtract the original number.

e 11 - s¢itavame dve po sebe idtce cifry

e 12: Multiply by 10 and add twice the original number.

e 13: Multiply by 3 and add 10 times original number.

e 14: Multiply by 7 and then multiply by 2

e 15: Multiply by 10 and add 5 times the original number, as above.

e 16: You can double four times, if you want to. Or you can multiply by 8 and then by 2.

e 17: Multiply by 7 and add 10 times original number.

e 18: Multiply by 20 and subtract twice the original number (which is obvious from the first step).

e 19: Multiply by 20 and subtract the original number.

e 24: Multiply by 8 and then multiply by 3.

e 27: Multiply by 30 and subtract 3 times the original number (which is obvious from the first step).

e 45: Multiply by 50 and subtract 5 times the original number (which is obvious from the first step).



e 90: Multiply by 9 (as above) and put a zero on the right.
e 98: Multiply by 100 and subtract twice the original number.

e 99: Multiply by 100 and subtract the original number.

2.2 Nasobenie ¢isel konc¢iacimi 5kou

(10a + 5)(10b + 5) = 100ab + 50(a + b) + 25

e Ak a = b, tak dostdvame pomerne znamy vztah (10a + 5)(10a 4+ 5) = 100(a(a + 1)) + 25, napriklad
25 x 25 = 625.

e Ak a + b je parne, tak je vysledok 100(ab+ (a +b)/2) + 25
e Ak je (a + b) neparne tak je vysledok 100(ab+ (a + b —1)/2) + 75.

Tento postup je jednoduchy preto, lebo vieme vysledné ¢islo generovat postupne, a skoro ni¢ si nepotrebujeme
pamitaf.

2.3 Upravovanie nasobeného vyrazu

Ak je mensi z vyrazov delitelny nejaky ¢islom ktoré je lahké delif, tak sa ndm ¢asto oplati tohoto delitela
presunit do vacsieho ¢isla.
625 x 16 = 1250 x 8 = 2500 x 4 = 10000

2.4 Umocnovanie na druhu

Umociovat &isla konéiace nulou alebo pétkou je trividlne. Dalej méme vzorce, ktoré ndém umoznuji jednodu-
cho vyratat druhd mocninu é&fsla, ak vieme druhd mocninu &isla lisiaceho sa o -2, -1, 1 alebo 2. Takze, ak
vieme umociiovat ¢fsla konéiace 5 a 0, tak pomocou tychto trikov vieme efektivne umociiovat hocijaké celé
¢isla na druh.

e (n—22=n%—-4(n-1)

[ ]

n—12%=n*>—(n+(n-1))

(n—1)
m+1)2=n +n+(Mn+1))
(n+2)

e (n+2)2=n%2+4(n+1)

2.5 Nasobenie blizkych éisel
(a+Db)(a—0b)=a®—b?

. Ak vieme umociiovat &isla rychlo, tak sa ndm ¢asto oplat{ pouzit takyto postup. Napr. 37%43 = 1600 —9 =
1591.
Existuje druha moznost, ak siéet poslednych cifier éisla je 10 (je to §pecidlny pripad posledného).

(10a 4 b)(10(a + k) + (10 — b)) = 100a(a + k + 1) + 10bk + b(10 — b)

Co vyzerd ako pomerne zlozity vzorec, ale je jednoducho zapaméitatelny. Vynasobime prvé casti ¢isel
(jedno posunuté o 1) na posledné dve miesta pripéseme sicin poslednych cifier a este pripo¢itame 100k ktoré
je v pripade k = 0 ozaj trividlne. Takze napriklad pre 112 x 118 = 11 x 12 x 100 + 2 x 8 = 13216.



2.6 Rozklad na prvocisla

Bohuzial* sa to vo vSeobecnosti nedd robif jednoduchsie ako rozoberanim vsetkych moznosti. Mozeme
si ale mierne ulahéit pracu. Ak postupne hladdme ¢o najmensie prvociselné delitele, staci ndm vyskusat
prvocisla po \/(N ) kde N je ¢&islo, ktoré sme cheeli na zaciatku rozlozit. Pri tomto sa nam hod{ vediet rychlo
modulovaf (klasické kritérid na 2,3,5,11) a vediet rychlo delit. Ja pouzivam postup, kde sa snazim dostat na
posledné miesto nulovti cifru a potom si to predeli 10 (to mdzeme robit, lebo 10 je nestdelitelné so vietkymi
netrividlnymi prvoéislami).

*Skor nagtastie. Keby sme vedeli rychlo faktorizovat (rozkladat na prvoéisla), tak by viésina dnesného
sifrovania bola nepouzitelnd. Najpouzivanejsi algoritmus RSA je prave zalozeny na rozklade na prvoéisla.

2.7 Zaver

Na mnoho vzorcov vie élovek prist sém. Niekoho moze tato tematika zaujat a inych nie. Napriklad ja si tak
zvyknem rekreacne rataf z hlavy, ked sa naozaj nudim. Zlepsuje to matematickd predstavivost a je mozné
potom ohurovat ostatnych Iudi.

Uvediem este zopar vydod. Nauéite sa lepsie odhadovat vysledky, resp. znizujete svoju omyslnost pri
numerickych vypoctoch. Zovseobecnenim: ak si v nie¢om neverite alebo sa v tom ¢asto mylite, je fajn si
to vyskusat robit bez toho, aby ste sa na to pozerali (pisanie na klavesnici, geometria alebo roznasobovanie
vyrazov naslepo).

Ja som si napriklad dokdzal vynasobit dve trojciferné éfsla kym som sa rozpraval. Mojou tchylkou je
rozkladat aktudlny ¢as na prvoéisla (a nie som jediny). Réno je to lahsie, ako pred spanim 5

3 Pocitace
3.1 Struktidra pocitaca - rychle opericie ktoré nam poskytuje

Architekira pocitaca je viacuroviiova. Ak chceme dosiahnif ¢o najlepsie rychlosti, tak sa snazime mat
nasu pracovni mnozinu dét a instrukeif priamo v procesore (eSte lepsie je, ak je nds program hardwerovo
implementovany). Zakladna datové jednotka poéitaca je register. Vieme si v fiom ulozit jedno slovo (zopér
bitov, va¢sinou 32).

Dobrymi aplikdciami na simulovanie numerickych vypoctov st Excel (pre za¢iatocnikov tplne staci) a
potom nastroje ako Mathematica, Maple alebo GNU Octave.

Reprezentiacia necelociselnych hodnot v pocitaci Keby sme len celo¢iselné hodnoty prendsobili
konstantou, tak by sme mali rovnomerne rozlozené necelociselné hodnoty (0.001,0.002,...). Okrem toho
by sme si nevedeli pamitat vi¢sie hodnoty. Preto reprezentujeme neceloéiselné ¢isla ako £m2°7P,

e Znamienko (1 bit) - exponencidlna funkcia je kladnd na celkom obore, preto si potrebujeme pamiitat
aj znamienko.

e Normalizovand mantisa (23 bitov) - m. Z istych dovodov vzdy zaéina jednotkou.
e Exponent (8 bitov) - exp.
e Reprezentacia nuly

Vo v3eovecnosti sa pouziva sustava M (S,t,L,U) kde 8 je zdklad sdstavy, ¢t je pocet znakov mantisy,
L je dolné hranica exponentu a U je horna hranica exporentu. Napriklad bezne sa pouziva v pocitacoch
M(2,23,-126,127).



Zskladné instrukcie pre register St priblizne zoradené podla rychlosti. Pricom radové skoky (Veiké
rozdieli) st medzi SHIFT a Priradit hodnotu, XOR a S¢itanie, Séitanie a Nasobenie, Modulovanie a Umociiovanie.

e SHIFT -

e Priradif hodnotu -
e AND -

e OR -

e XOR -

e Scitanie -

e Nésobenie -

e Delenie -

e Modulovanie -

e Umocnovanie -

e Operdcie s konstantami - (rychlost z4visi od operdcie).

3.2 CORDIC - ako vyratat sinus uhla

COordinate Rotation DIgital Computer (z roku 1960). Ide o algoritmus navrhnuty pre poc¢itace na vypocet
sin lubovolného uhla. Samozrejme, stacia ndm uhly < 0, 7/4 >, z ktorych si vieme dopoé¢itat vietky ostatné.
Myslienka algoritmu je zalozend na tom, 7e pozicie na jednotkovej kruznici vieme pisat ako (cosz, sinz).
Navyse rotécia o uhol sa dé jednoducho zapisai maticami. Uréeny uhol potom bindrne* vyhladdvame
s maticami otdcania pre kazdy uhol +arctan(£2~") (nie tplne bindrne). Tieto matice sme si schopny
clastocne predrétal a tym zefektivnit celkovy vipocet. Okrem tohto si ukdzeme este dalsie modifikdcie ktoré
nam algoritmus zrychluji (hrame sa aj na konstanty).
*Myslienka bindrneho vyhladdvania sa najlepsie demonstruje na nasledujicej hre: jeden z hrécov si mysli
¢islo a druhy hada. Pricom ten ktory si éislo myslel hovori viac alebo menej. Idedlna stratégia je tipntt
polovicu z mozného rozsahu. Napriklad si mysli ¢islo od 1 po 1000 tak tipneme 500. On povie menej, tak
tipneme 125. A tak dalej.

Algoritmus Méme matice rotacie v upravenom tvare pre uhly +arctan(£2~"). Upraveny tvar spociva v
tom, ze sme vytiahli kondtanty pred maticu a vnitri sme nechali len &isla tvaru 1 a £2%. Tym padom vieme
nésobenie matic robit len za pomoci bindrneho shiftu a ndsobenia konstantou, ¢o st rychlejsie operacie ako
povodne.

1. (Init) Zatneme s vektorom (1,0) a nac¢itame si konstanty pred maticami.
2. (Hiadanie) Zacali sme s uhlom 0. Opakujeme nasledujuici krok:

(a) Ak sme dost blizko hladaného uhla, skonéime.
(b) Inak vyndsobime né§ aktudlny vektor takou maticou z nasej mnoziny, aby sa vysledny uhol ¢o
najmenej lisil od cielového.

3. Sinvus cielového uhla je v druhej zlozke vysledného vektora. Ako vedlajsi produkt sme dostali cosinus
cielového uhla.
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0,707106781
0,447213595
0,242535625
0,124034735
0,062378286
0,031234752
0,015623093
0,007812262
0,00390622
0,001953121
0,000976562

45
26,56505118
14,03624347
7,125016349
3,576334375
1,789910608

0,89517371
0,447614171
0,2238105
0,111905677
0,055952892

Kedze pouzivame uhly v tvare arctan(+2~") tak si treba uvedomif, & ich jednotlivym naséitanim vieme
dostat Tubovolny uhol. To nie je na prvy pohlad zrejmé. Na intervale z €< 0,1 > ale plati, ze arctan(z) =
m/4x a teda zmena uhla je podobnd, ako keby sme pouzili bindrne vyhladévanie. (Ak nedelime intervaly
presne na polovice alo trochu vacsei casti, tak aj tak dospejeme k cieiu.)

3.3 Taylorove polynémy

Taylorov rozvoj funkcie. Pouziva sa, ked je aproximovand funkcia dostatoéne hladks (m& napr. dost vela
derivécif). Vieme uréit jeho chybu v zavislosti od vzdialenosti bodu v ktorom rozvoj robime. Pouziva sa v
okoliach bodu v ktorom vieme rozvoj robit. Napr. pre sinus je to v okoli < —0,1;0,1 >.

Specidlne pre sinus v bode 0 je Taylorov rozvoj nasledovny:

3 5 7
sin(z) = zcos(0) _ z°cos(0) Lz cos(0)  z'cos

(0) 9
1 31 ] 7 1o

4 Zaver

Hlavna vyhoda tohto typu matematiky je t4, ze sa jej vysledky dajd rychlo overit. A ked nami popisané
algoritmy naozaj fungujd, tak ndm to prindsa podobny pocit blazenosti ako ked vykondme fyzickd pracu
ktord mé viditelné vysledky.

V prvej casti sme videli, ako dokdzeme preprogramovat svoju mysel tak, aby sme dokézali rychlejsie
nasobit. Nové metédy treba pochopif, potom si ich parkrét vyskusat a ak sa dé, tak ich posivat dalsim
Iudom dalej, lebo plati, ze najlepsie sa nauéite ak to niekoho uéite.

Difam, ze této prednaska oslovila ¢itatelov a prezentovala numerickd matematiku v kladnom zmysle.
Akykolvek feedback posielajte prosim vds emailom (adresa na zaciatku), alebo do komentdrov na mojej
homepage (adresa na zaciatku).
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